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　　摘　要 :　离散余弦变换 (DCT)是数字图像处理等许多领域的重要数学工具.本文通过一种新的傅立叶分析技术

———算术傅立叶变换 (AFT)来计算 DCT.本文对偶函数的 AFT进行了改进.改进的 AFT算法不但把 AFT所需样本点数

减少了一半 ,从而使所需加法计算量减少了一半 ,更重要的是它建立起 AFT和 DCT的直接联系 ,因而提供了适合用于

计算 DCT的 AFT算法.本文推导了用改进的 AFT计算 DCT的算法并对算法进行了简要的分析.这种算法的乘法量仅

为 O ( N) ,并且具有公式一致 ,结构简单 ,易于并行 ,适合 VLSI设计等特点 ,为 DCT的快速计算开辟了新的途径.
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Abstract :　The discrete cosine transform (DCT) is an important mathematical tool in digital image processing and many other

fields. In this paper ,a new Fourier analysis technique called the arithmetic Fourier transform (AFT) is used to compute DCT. The AFT

of even functions is improved in this paper. The improved AFT reduces the samples needed to a half ,consequently reduces the addi2
tions needed to a half . More importantly ,it builds up a direct relationship between AFT and DCT. The algorithm for computing DCT us2
ing improved AFT is then deduced. This algorithm has many good performances such as it needs few multiplications ( O ( N) ) ,it has a

unified formula and a simple structure ,it can be easily performed in parallel and it is especially suitable for VLSI designing. The algo2
rithm creates a new approach to the fast computation of DCT.
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1　引言
　　离散余弦变换 (DCT)在数字图像处理等许多领域中起着

重要作用.由于实用技术的需求 ,DCT的快速算法取得了很大

的进展.目前对 2的幂长度的 DCT ,已取得了良好的效果.而

对任意长 DCT的算法研究不多 [1 ,2 ] .由于 DCT的核没有 DFT

的核那种分离性质 ,构造任意长的 DCT的快速算法难度较

大[1～3 ] .

算术傅立叶变换 (AFT)是一种新的傅立叶分析技术 ,它

是利用数论中的莫比乌斯反演公式来计算连续函数的傅立叶

系数的一种方法. AFT是 1988年由 Tufts和 Sadasive[4 ]发现并

命名的.近年来 ,AFT得到了飞速发展.同 FFT相比 ,AFT是很

有竞争力的[4～9 ] . AFT的优点有 :乘法量少 ( O ( N) ) ,结构简

单 ,公式一致 ,易于并行 ,它尤其适合 VLSI设计. AFT可以用

来计算离散序列的 DFT[10 ] .这种算法取得了良好的效果 ,为

DFT的快速计算开辟了与 FFT完全不同的思路.

通过 DCT和 DFT的密切联系 ,同样可以用 AFT计算

DCT. AFT的一个缺点是它需要函数大量的样本点 ,算法的加

法量很大.本文对偶函数的 AFT算法作了改进.改进的算法

不仅把 AFT所需样本点数减少了一半 ,从而节省了一半的计

算量 ,而且它建立了 AFT和 DCT的直接联系 ,使我们可以直

接用改进的 AFT计算 DCT.本文推导了用这种改进的 AFT计

算DCT的算法 ,并对算法的性能进行了简要的分析.这种算

法为 DCT的快速计算开辟了新的途径.

2　通过 DFT计算 DCT

　　目前存在四种 DCT ,其中以 DCT2Ⅱ应用最为广泛.本文

讨论 DCT2Ⅱ的计算问题 .

定义 1　设 X [ n ] ( n = 0 , 1 , ⋯, N - 1)为长为 N 的实序

列 ,其 DCT2Ⅱ定义为 :

C[ k ] = bk
2
N ∑

N - 1

n =0

X[ n ]cos
k (2 n + 1)π

2 N
, k = 0 ,1 , ⋯, N - 1

(1)
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　　定义 2　设 X [ n ] ( n = 0 , 1 , ⋯, N - 1)为长为 N 的实序

列 ,其 DFT定义为 :

F( k) = ∑
N - 1

n =0

X[ n ] Wnk
N , WN = e - i2π/ N (2)

如果以 (2 N - 1) / 2为对称点 ,将 X[ n ]扩展为长为 2 N 的

序列 ,使

X[ n ] = X[2 N - n - 1 ] , n = N , ⋯,2 N - 1

扩展后的序列的 DFT为 :

F[ k ] = ∑
N - 1

n =0

X[ n ] Wnk
2 N + ∑

2N - 1

n = N

X[ n ] Wnk
2 N = ∑

N - 1

n =0

X[ n ] Wnk
2 N

+ ∑
N - 1

n =0

X[ n ] W - n ( k + 1)
2 N , k = 0 ,1 , ⋯,2 N - 1

则 N点 DCT可以用 2 N 点 DFT进行计算 ,其计算公式为 (用

Re F[ k ]代表 F[ k ]的实部) :

C[ k ] =
bk

2
2
N

sec ( kπ
2 N

) Re F[ k ] , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (3)

3　DFT的 AFT算法

　　AFT是一种计算傅立叶系数的方法.由于 AFT需要函数

大量的不均匀的样本点 ,而实际应用中系统经常产生的是均

匀采样的样本点.因此在实际应用中 ,常常采用零次插值的方

法实现 AFT[5 ,6 ,9 ] .

傅立叶系数和 DFT有着密切的联系. DFT常常作为计算

傅立叶系数的一个重要工具 [12 ] .通过逆用这种联系 ,可以用

AFT计算 DFT[10 ] .如果把序列 X [ n ]作为 AFT的零次插值实

现的输入 ,则所计算出的傅立叶系数和 X [ n ]的 DFT只相差

一个因子.对实序列的 DFT ,根据其本身所固有的对称性质 ,

只需计算它的前一半序列的值即可 [10 ] .这一性质在本文中很

重要.

图 1　DFT的 AFT算法

4　改进的偶函数的 AFT算法

　　在所有 AFT算法中 ,偶函数的 AFT算法是最简单的[4 ,5 ] ,

而用 DFT计算 DCT时 ,需要把序列扩展为偶序列.故本文只

用到偶函数的 AFT算法 :

设 A ( t)是周期为 1的偶函数 ,再假设它的傅立叶级数只

含有限项 ,即 :

A ( t) = a0 + ∑
N

n =1

ancos2πnt (4)

其中 a0 =∫
1

0
A ( t) dt ,记 �A ( t) = A ( t) - a0 .定义如下平均值 :

S ( n) =
1
n ∑

n- 1

m =0

�A ( m
n

) (5)

则

an = ∑
[ N/ n ]

l =1

μ( l) S ( ln) , n = 1 ,2 , ⋯, N (6)

其中μ( l) =

1 ,

( - 1) r ,

0 ,

　

l = 1

l = P1 P2⋯Pr ,其中 Pi 为相异素数

ϖ P使 P2| l

为莫比乌斯 (MÊbius)函数.

算法的乘法量为 : O ( N) ;加法量为 O ( N2) .由于计算 S

( n)时需要函数大量不均匀的样本点 ,因此算法的加法量很

大.

下面我们对算法进行改进.根据函数的偶对称性 ,注意

到 :

�A ( m/ n) = �A ( ( n - m) / n)

则式 (5)可以改写为 :

S ( n) =
1
n ∑

n- 1

m =0

�A (
m
n

) =
2
n ∑

n/ 2

m =1

�A (
m
n

) +
1
n

�A (0) -
1
n

�A (
1
2

) ,

S ( n) =
1
n ∑

n- 1

m =0

�A (
m
n

) =
2
n ∑

[ n/ 2 ]

m =1

�A (
m
n

) +
1
n

�A (0) ,

n为偶数

n为奇数

(7)

把式 (7)和式 (6)合起来称为改进的 AFT.比较一下式 (5)

和式 (7) ,可以看出 ,改进算法把 AFT所需样本点降低了一半 ,

且允许我们只在半个周期上进行采样.例如若原算法需在[ 0 ,

1]区间内进行采样 ,则改进算法只需在 [ 0 , 1/ 2 ]内采样.这一

性质在本文中非常重要.改进算法比原算法的加法量也降低

了一半.

5　DCT的改进的 AFT算法

　　综合本文第二、三节的讨论 ,可知 DCT可以用 AFT计算.

其推导过程如图 2 :

图 2　利用 AFT计算 DCT的推导过程

这个过程可以简化 ,首先采用第四节中给出的改进的

AFT算法.这种改进的 AFT只用到延长后的对称序列的前一

半的值.因此用改进的 AFT算法 ,可以不必对序列进行延长.

其次可以把两次的相差因子合并在一起.于是可以得到 :

图 3　DCT的改进的 AFT算法

通过图 3可以看出 ,改进的 AFT算法建立了 AFT和 DCT

的直接联系.在所有 AFT算法中 ,偶函数的 AFT算法是最简

单的.而改进的 AFT把它的加法计算量又降低了一半 ,因此

改进的 AFT算法是用来计算 DCT的最佳 AFT算法.

下面给出算法描述 :

算法 :DCT的改进的 AFT算法

输入 :序列 X[ N ]

输出 :序列的DCT: C[ N ]

Begin

/ 3计算直流分量 a0 3 /

for i = 0 to N - 1
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　　a0 = a0 + X[ i ]

endfor

a0 = a0/ N

/ 3移去直流分量 3 /

　　for i = 0 to N - 1

　　�X [ i ] = X[ i ] - a0

endfor

/ 3计算中间变量 S [ i ] 3 /

for i = 1 to N - 1

　for j = 0 to [ i/ 2 ]

　　S [ i ] = S [ i ] + �X [ N 3 j/ i + 015 ]

　endfor

　S [ i ] = 2 3 S [ i ]/ i

　if ( i为偶数)

　　S [ i ] = S [ i ] + �X [0 ]/ i - �X [ N/ 2 + 015 ]/ i

　　else

　　S [ i ] = S [ i ] + �X [0 ]/ i

　endfor

/ 3计算傅立叶系数 3 /

for n = 1 to N

　for l = 1 to [ N/ n ]

　　an = an +μ( l) S [ l 3 n ]

　endfor

endfor

/ 3计算 DCT 3 /

for k = 0 to N - 1

　C[ k ] =
N 3 bk

2
2
N

sec (
kπ

2 N
) ak

　endfor

End

算法的误差主要是在计算傅立叶系数时由零次插值引起

的 ,对此文献[5 ,6 , 10 ]已作了大量分析 ,本文不再重复.下面

对算法的性能进行简要的分析. DCT的改进的 AFT算法仅比

改进的 AFT本身多了一个乘以相差因子的步骤 ,因此算法具

有 AFT的所有优点 :乘法量少 (仅为 O ( N) ) ,结构简单 ,并行

性好 ,适合 VLSI设计等.算法对任意长度的 DCT都是有效的 ,

这是其它 DCT快速算法所不具备的. AFT用于计算 DFT取得

了很好的效果[10 ] ,而本文的改进算法比一般的 AFT算法更加

简单 ,因此 DCT的改进的 AFT算法同样具有很好的性能.

6　结论

　　在各种正交变换的快速计算中 ,利用相关的变换进行计

算是一条重要的途径.本文采用 AFT计算 DCT ,首先对偶函数

的AFT进行了改进 ,在此基础上进行推导 ,得出了很简洁的

用这种 AFT计算 DCT的算法.这种算法具有乘法量少、结构

简单、公式一致、易于并行等特点 ,为 DCT的快速计算开辟了

一条全新的思路.
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